Paskaita 3

L. Oilerio funkcionalas.
ApibréZimas 9. Oilerio funkcionalu Vadiname funkcionalq

]I x))dx

Cia leistiny kreiviy kraStiniai taskai ﬁksuotl, ty. y(x,)=y, ir ¥(x,)=y, . Funkcija
F(x,y,y") laikysime tris kartus diferencijuojama.
Teorema 3. Oilerio funkcionalo variacija lygi

Sv = j (F -ZF, jéydx

Irodym as. Imkime kokig nors lelstlnq kreive y;(x) artimg kreivei y(x).
Pazymékime y(x,a)=y(x)+a(y,(x)-y(x)) . Keisdami parametra o nuo 0 iki I
gauname vieno parametro kreiviy Seimg. Tada y(x,0)= y(x) ir y(x,))=y,(x). Jei
nagrinéti Oilerio funkcionalg tik kreiviy y=y(x,) Seimoje, tai §is funkcionalas
virsta funkcija nuo « t.y. ¢(a)=v[y(x,a)]. I§ lygybés

ola)= [;:F(x,y(x,a),y'(x,a))dx

iSplaukia
<0'<a)=Ij{ﬂ%y(x,a%F_ng'(x,a)}dx,

kur

F= o Flesnal vsa)), Fo= 2 Fllna) ().
Be to

%y(x a)= %(y(x)Jra&y):&y, %y(x a)= %(y‘(x)Jra&y'):&y'.

Todél

o(a)=['IF, (xslvad ()l + 7, <xyxa o

?(0)=["[F, (v y () (v + F, (. y(x 5y]dx

Pagal teoremg 1 turime ¢'(0)=6v. Vadinasi,
ov=["[F,60+ Fyohix 6v = [ Fsvax+ [ Fyey'ax = [ F oy [F Lo ]! —E%Fy@dx

Bet
@/ |x:x0 = 0 ir @/ |x:xl =
Todél

X d
ov= F ——F, |0vdx.
.[%[ Tdx y) *



II. Oilerio lygtis.
IS teoremos 2 zinome: Jeigu Oilerio funkcionalas jgyja ekstremumg, tai jo
variacija lygi nuliui.
Teorema 4. Tarkime, kad Oilerio funkcionalas kokioje nors funkcijoje y(x)

jgyja ekstremumq. Tada Si funkcija tenkina Oilerio diferencialine lygtj

F-9r o
J dx J

arba
B, -F,-F,y-F,y"=0.
Irodymas. Jei Oilerio funkcionalas kreiveje y(x) igyja ekstremuma tai pagal
teorema 2 jo iSvestingé turi virsti nuliu

X d
ov=| (F —EF_V,J@/dx =0,

Cia pirmasis daugiklis F, _diF”" realizuojantis ekstremumag yra tolydZzioji funkcija,
y T e

o antrasis daugiklis gy (del kreivés y;(x) laisvo pasirinkimo) yra bet kuri funkcija
salygojama &y|, =0 ir éy|, =0 . Matome, kad funkcija F iSpildo visas lemos 1

salygas
X d

F ——F, |ovdx=0.
J; [ Y dx vJéjy *

0

Todél

F, —diFv, =0,arba F, —F ,—F, y'-F,y"=0

Ekstremali funkcija tenkina Oilerio diferencialing lygtj. Teorema 4 jrodyta.
Oilerio lygties integralinés kreivés vadinamos ekstremalémis. Tik
ekstremalése Oilerio funkcionalas jgyja ekstremuma.
Pavyzdys 1. Rasti kreives, kuriose funkcionalas

D@l= [0 -2k v(0)=o0, y(%j =1

igyja ekstremumag.
Sprendimas. Oilerio diferencialiné lygtis yra y"+y=0 . Bendrasis jos

sprendinys y=C,cosx+C,sinx . Pasinaudoj¢ krastinémis salygomis, randame
C, =0, C,=0.Todél y=sinx.
Pavyzdys 2. Raskite funkcionalo
DW= [0 2wl 0)=0, 31)-1
ekstremumg.
Sprendimas. Oilerio lygtis turi pavidalg

Bendras sprendinys
y=x+Cx+C,.
Pasinaudojg¢ krastinémis sglygomis gauname C, =0, C,=0.Tada y=x".



